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Τι είναι υπολογιστής ;

Γιατί µελετάµε τα Αυτόµατα και τις Τυπικές Γλώσσες ;

I Η Επιστήµη των Υπολογιστών (-ισµών) (Computer Science) έχει

τόση σχέση µε τους πραγµατικούς υπολογιστές όση σχέση έχει η

αστρονοµία µε τα τηλεσκόπια.

I Συµφωνούµε ότι ο υπολογιστής «λύνει προβλήµατα». Λύνει όµως

όλα τα προβλήµατα ; Τι µπορεί να «κάνει» και τι δεν µπορεί να

«κάνει» ένας υπολογιστής ;

I Πως σχετίζονται τα προβλήµατα που λύνει ένας υπολογιστής µε τα

προβλήµατα των Μαθηµατικών ;

I Τι µπορούν να «κάνουν» και τι δεν µπορούν να κάνουν τα

Μαθηµατικά ;
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Τι είναι πρόβληµα ;

I Υπάρχουν ακέραιοι x, y, z ≥ 1 και n > 2 τέτοιοι ώστε xn + yn = zn;

I Γράψτε ένα πρόγραµµα JAVA που όταν η είσοδος είναι ένα

ακέραιο πολυώνυµο p (πολλών µεταβλητών), στην έξοδο απαντά

αν το πολυώνυµο p έχει ακέραιες ϱίζες.

Βασική διαφορά των προβληµάτων :

Το πρώτο Ϲητά µια απόδειξη ύπαρξης ενώ το δεύτερο Ϲητά ένα

πρόγραµµα JAVA (δηλαδή ένα αλγόριθµο).

Μας απασχολούν προβλήµατα όπου το Ϲητούµενο είναι ένα

αλγόριθµος και όχι µια απόδειξη ύπαρξης.
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∆ύο ϕηµισµένα προβλήµατα

Θεώρηµα του Fermat (1637) Υπάρχουν ακέραιοι x, y, z ≥ 1 και n > 2

τέτοιοι ώστε xn + yn = zn; Η απάντηση είναι αρνητική

(Andrew Wiles, 1994).

10ο πρόβληµα του Hilbert (1900) Υπάρχει πρόγραµµα που να λύνει

ακέραιες εξισώσεις ; Η απάντηση είναι αρνητική (Yuri

Matijasevich, 1970)
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Τι είναι πρόβληµα ;

I Υπάρχουν ακέραιοι x, y, z ≥ 1 και n > 2 τέτοιοι ώστε xn + yn = zn;

I Γράψτε ένα πρόγραµµα JAVA που µε είσοδο ακεραίους

x, y, z ≥ 1 να γράφει «ναι» στην έξοδο αν υπάρχει ακέραιος

n > 2, τέτοιος ώστε xn + yn = zn.

I Γράψτε ένα πρόγραµµα JAVA που µε είσοδο την πρόταση : «Για

οποιουσδήποτε ακεραίους x, y, z ≥ 1 δεν υπάρχει ακέραιος

n > 2, τέτοιος ώστε xn + yn = zn», να γράφει «TRUE» στην έξοδο

αν η πρόταση είναι αληθής.

I Γράψτε ένα πρόγραµµα JAVA που µε είσοδο µια µαθηµατική

πρόταση P (σε κατάλληλο συµβολισµό), να γράφει «TRUE» στην

έξοδο αν η P είναι αληθής (Entscheidungsproblem, David Hilbert,

1928)
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Alan Turing (1912-1954)

Θεµελίωση της Θεωρίας Υπολογισµού

I Τυπικός ορισµός της έννοιας του Υπολογιστή (µηχανή Turing).

I Μελέτησε την έννοια της υπολογισιµότητας (1936).

I ΄Εδειξε πως το Entscheidungsproblem (τα µαθηµατικά µπορούν να

αυτοµατοποιηθούν ;) είναι µη επιλύσιµο.
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Τι είναι πρόβληµα ;

Π1 ∆ίνεται γράφηµα G = (V , E), και κορυφές s, t ∈ V . Να

ϐρεθεί στον G ένα µονοπάτι από το s στο t .

Π2 ∆ίνεται γράφηµα G = (V , E), και κορυφές s, t ∈ V .

Υπάρχει στον G µονοπάτι από το s στο t ;

Προβλήµατα απόφασης

Το Π1 είναι πρόβληµα εύρεσης. Το Π2 είναι πρόβληµα απόφασης,

δηλαδή απαντιέται µε «ΝΑΙ» ή «ΟΧΙ»

Το Π2 ανάγεται στο πρόβληµα Π1: αν λυθεί το πρόβληµα εύρεσης έχει

λυθεί και το πρόβληµα απόφασης. Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα.

Χάριν κοµψότητας και ευκολίας ασχολούµαστε κυρίως µε προβλήµατα

απόφασης.
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Προβλήµατα απόφασης και γλώσσες

I Ορίζουµε ένα πεπερασµένο αλφάβητο, π.χ. Σ = {0, 1}.

I Κάθε πρόβληµα απόφασης µπορεί να κωδικοποιηθεί µε µια

γλώσσα, δηλαδή ένα υποσύνολο του συνόλου όλων των δυνατών

συµβολοσειρών που παράγονται από το αλφάβητο Σ.

I Αν ϑέλουµε να χρησιµοποιήσουµε το Σ = {0, 1} ϐολεύει ο

«εναδικός» συµβολισµός : 0→ 1, 1→ 11, 2→ 111, κτλ

I Χρησιµοποιούµε τα 0 και 00 σαν διαχωριστικά

I Κάθε πρόβληµα απόφασης είναι ισοδύναµο µε το να αποφασιστεί

αν η κωδικοποίηση ενός στιγµιοτύπου ανήκει στο σύνολο που

περιέχει τις κωδικοποιήσεις όλων των στιγµιοτύπων, τη γλώσσα

δηλαδή, του προβλήµατος.
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Κωδικοποίηση προβλήµατος

Σε γράφο µε 3 κόµβους υπάρχει µονοπάτι από τον κόµβο 0 στον κόµβο 2;

ΝΑΙ ΟΧΙ

1

20

1011011100110101110011101011 1001100111

1

20

1011001101011100111011

1

20

101100110100111

1

20

1011100110011101

1

20

10011011100111011

1

20
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Αλφάβητα και συµβολοσειρές

Ορισµοί

Σύµβολο είναι µια αφηρηµένη οντότητα που δεν ορίζεται πιο

σγκεκριµένα, π.χ. a, 1, void, class, ♣, begin.

Αλφάβητο είναι ένα πεπερασµένο σύνολο συµβόλων Σ, π.χ.

Σ = {♥,♦, 1, a, class}, Σ = {0, 1}, Σ = {a, b, . . . , z}
Συµβολοσειρά (string) ενός αλφαβήτου Σ είναι µια πεπερασµένη

ακολουθία συµβόλων του Σ, π.χ. abracadabra, badgirl,
ένα πρόγραµµα JAVA.

Μήκος συµβολοσειράς ονοµάζεται ο αριθµός των συµβόλων

που περιέχει, π.χ. |abracadabra| = 11

Κενή ονοµάζεται η µοναδική συµβολοσειρά µε µήκος 0 και

συµβολίζεται µε ε.

Σ∗ συµβολίζεται το σύνολο όλων των συµβολοσειρών που

παράγονται από το αλφάβητο Σ, π.χ. αν Σ = {0, 1} τότε

Σ∗ = {ε, 0, 1, 00, 01, 11, 000, 001, 010, 100, 101, . . .}
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Πράξεις µε συµβολοσειρές

Παράθεση (concatenation) των συµβολοσειρών x και y η

συµβολοσειρά xy και συµβολίζεται µε xy ή x ◦ y , π.χ.

011 ◦ 1001 = 0111001.

Επανάληψη της συµβολοσειράς w είναι η συµβολοσειρά wk που

αποτελείται από την παράθεση k αντιγράφων του w , π.χ.

dobedo2 = dobedo ◦ dobedo = dobedodobedo.

Επαγωγικός ορισµός :

w0 = ε
w i+1 = w i ◦ w

Αντίστροφη µιας συµβολοσειράς w είναι η συµβολοσειρά wR και

προκύπτει αν διαβάσουµε το w , από το τέλος προς την

αρχή, π.χ. 01011R = 11010. Επαγωγικός ορισµός :

wR = ε αν |w| = 0

wR = auR αν |w| > 1, τότε w = u ◦ a
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Γλώσσες

Αν Σ είναι ένα αλφάβητο, οποιοδήποτε υποσύνολο του Σ∗ ονοµάζεται

γλώσσα του Σ, π.χ. αν Σ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} τότε όλα τα

παρακάτω σύνολα είναι γλώσσες του Σ:

I L1 = {23, 044, 99999} (πεπερασµένη γλώσσα),

I L2 = {ε, 1, 11, 111, 1111, . . .},

I L3 = {w|w είναι δεδαδική αναπαράσταση πρώτου αριθµού} =
{2, 3, 5, 7, 11, 13, . . .},

I L4 = {w|w είναι δυαδική αναπαράσταση πρώτου αριθµού} =
{10, 11, 101, 111, 1011, 1101, . . .},

I L5 = ∅ (κενή γλώσσα),

I L6 = {ε},

I L7 = {w|w είναι πρόγραµµα της JAVA που δεν τελειώνει ποτέ}
(το πρόγραµµα δεν έχει input και είναι κωδικοποιηµένο στο

δυαδικό σύστηµα. ΄Οµοια και για πρόγραµµα που κάποτε

τελειώνει.)
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Πράξεις µε γλώσσες

Πράξεις συνόλων Οι γλώσσες είναι σύνολα, συνεπώς αν L1, L2 είναι

γλώσσες ορίζονται η ένωση L1 ∪ L2, η τοµή L1 ∩ L2, το

συµπλήρωµα Σ∗ − L, κτλ.

Παράθεση δύο γλωσσών L1, L2 είναι η γλώσσα L1 ◦ L2 ή L1L2 που

ορίζεται ως L1 ◦ L2 = {w|w = x ◦ y, x ∈ L1, y ∈ L2},

π.χ. αν L1 = {good,bad} και L2 = {boy, girl}, τότε

L1L2 = {goodboy, goodgirl,badboy,badgirl}.

Kleene star L∗ µιας γλώσσας L είναι η γλώσσα των συµβολοσειρών

που προκύπτουν από παράθεση µηδέν ή περισσότερων

συµβολοσειρών της L:

L
∗ = {w|w = w1◦w2◦· · ·◦wn, n ≥ 0, w1, . . . ,wn ∈ L}

L+ = L ◦ L∗ η µικρότερη γλώσσα που περιέχει την L και την L∗.
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Kleene star

Παραδείγµατα

I Αν L = {0, 11} τότε

L∗ = {ε, 0, 00, 11, 000, 011, 100, 0000, 0011, 0110, 1100, 1111, . . .},

I αν L = {ε}, τότε L∗ = {ε},

I αν L = ∅, τότε L∗ = {ε} (άρα ∀L : ε ∈ L∗),

I αν L = {01, 1, 100} τότε 110001110011 ∈ L∗ γιατί

110001110011 = 1 ◦ 100 ◦ 01 ◦ 1 ◦ 100 ◦ 1 ◦ 1
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Steven Cole Kleene

1909 - 1994
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Πόσες συµβολοσειρές και πόσες γλώσσες υπάρχουν ;

I ΄Ενα αλφάβητο Σ είναι από τον ορισµό του πεπερασµένο.

I Υπάρχουν άπειρες συµβολοσειρές του Σ.

I Υπάρχουν άπειρες γλώσσες του Σ.

I Τα «άπειρα» όµως είναι διαφόρων ειδών.

Τελικά υπάρχουν «περισσότερες» γλώσσες από συµβολοσειρές.
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Πεπερασµένα και άπειρα σύνολα

Ισάριθµα ονοµάζονται δύο σύνολα A και B αν υπάρχει 1-1 και επί

(αµφιµονοσήµαντη) αντισοιχία f : A→ B.

Πεπερασµένο ονοµάζεται ένα σύνολο A αν υπάρχει n ∈ N έτσι ώστε

τα A και {1, 2, . . . , n} να είναι ισάριθµα. Ο πληθικός

αριθµός του A είναι ο αριθµός n (|A| = n).

΄Απειρο λέγεται ένα σύνολο αν δεν είναι πεπερασµένο, π.χ. το

N (γιατί;).
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Μετρήσιµα σύνολα

Ισάριθµα ονοµάζονται δύο σύνολα A και B αν υπάρχει 1-1 και επί

(αµφιµονοσήµαντη) αντιστοιχία f : A→ B.

Μετρήσιµα άπειρο λέγεται ένα σύνολο που είναι ισάριθµο µε το N.

Μετρήσιµο λέγεται ένα σύνολο αν είναι πεπερασµένο ή µετρήσιµα

άπειρο. ΄Ενα σύνολο που δεν είναι µετρήσιµο, λέγεται

µη µετρήσιµο

∆ιαισθητική περιγραφή

΄Ενα σύνολο είναι µετρήσιµο αν υπάρχει µηχανιστική διαδικασία που

µπορεί να καταγράψει ακολουθιακά τα στοιχεία του (µε οποιαδήποτε

σειρά). Αν η ακολουθία των στοιχείων τελιώσει κάποτε, το σύνολο είναι

πεπερασµένο. Αν η ακολουθία των στοιχείων είναι άπειρη, το σύνολο

είναι µετρήσιµα άπειρο.
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Μετρήσιµα άπειρα σύνολα

Παραδείγµατα

N Ζυγοί Περιττοί Z Q
0 0 1 0 1/1

1 2 3 1 2/1

2 3 5 -1 1/2

3 6 7 2 3/1

4 8 9 -2 2/2

5 10 11 3 1/3

6 12 13 -3 4/1

7 14 15 4 3/2

8 16 17 -4 2/3

9 18 19 5 1/4

10 20 21 -5 5/1

...
...

...
...

...
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Μηχανιστική απαρίθµηση των ϱητών αριθµών

0 1 2 3 4
0

1

2
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0 1
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y
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Το Σ∗ είναι µετρήσιµα άπειρο σύνολο

Πρέπει να δώσουµε ένα τρόπο µηχανιστικής απαρίθµησης των

στοιχείων του Σ∗:

I Ξεκινάµε διατάσοντας το αλφάβητο : Σ = {a1, a2, . . . , an},

ϑεωρούµε δηλαδή ότι a1 < a2 < · · · < an.

I Για κάθε k ≥ 0 όλες οι συµβολοσειρές µήκους k απαριθµούνται

πριν από τις συµβολοσειρές µε µήκος k + 1.

I Οι nk συµβολοσειρές µήκους k απαριθµούνται λεξικογραφικά: αν

οι συµβολοσειρές διαφέρουν στο πρώτο σύµβολο, ή αν αρχίζουν

µε τα ίδια σύµβολα και διαφέρουν στο i-οστό σύµβολο, τότε

απαριθµείται πρώτη, η συµβολοσειρά που έχει στη ϑέση της

διαφοράς το µικρότερο στη διάταξη του αλφαβήτου σύµβολο.
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Παράδειγµα µηχανιστικής απαρίθµησης του {0, 1}∗

{0, 1}∗ = { ε
0,
1,

00,
01,
10,
11,

000,
001,
010,
011,
100,
101,

...

}
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Πεπερασµένη περιγραφή γλωσσών

Οι γλώσσες µπορούν να περιγραφούν µε διάφορους τρόπους :

I L = {w|w ∈ {0, 1}∗ και περιέχει ίσο αριθµό από 0 και 1}
I Γενικότερα έχουµε περιγραφές της µορφής

L = {w|ω ικανοποιεί την ιδότητα T}, για κάποια ιδιότητα T .

I Η ιδιότητα T πρέπει να έχει πεπερασµένη περιγραφή ΠT . ΄Εστω Π
το σύνολο αυτών των περιγραφών : Π = {ΠT |T είναι ιδιότητα}.

΄Αρα το Π είναι µια γλώσσα !

Υπάρχουν πολλά σύνολα-είδη περιγραφών. Ξεκινάµε µε µια απλή και

ϕυσική περιγραφή.
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Κανονικές εκφράσεις (regular expressions)

Περιγράφουν µια γλώσσα χρησιµοποιώντας σύµβολα του Σ, το ∅, σε

συνδυασµό µε ∪, ∗ και τη ϐοήθεια παρενθέσεων :

1. Το ∅ είναι ΚΕ, όπως και κάθε σ ∈ Σ.

2. Αν a, b είναι ΚΕ, τότε το (a ∪ b) είναι ΚΕ.

3. Αν a, b είναι ΚΕ, τότε το (ab) είναι ΚΕ.

4. Αν a είναι ΚΕ, τότε το (a∗) είναι ΚΕ.

5. Τίποτα άλλο δεν είναι ΚΕ.

Προτεραιότητα τελεστών

Η προτεραιότητα ∗, παράθεση, ένωση επιτρέπει να περιορίσουµε τις

παρενθέσεις, π.χ. γράφουµε b ∪ ab∗ αντί για (b ∪ (a(b∗))). Αν δεν

δηµιουργείται σύγχυση γράφουµε a∗ αντί (a∗).



24

Παραδείγµατα κανονικών εκφράσεων

Από το αλφάβητο Σ = {a, b} µπορούν να προκύψουν οι ΚΕ :

I ((a ∪ b)(a∗)) = (a ∪ b)a∗

I (a ∪ (a∗))∗) = (a ∪ a∗)∗

I ((a ∪ b))∗aa((a ∪ b))∗ = (a ∪ b)∗aa(a ∪ b)∗

I (a∗)(b∗)(a∗)(b∗) = a∗b∗a∗b∗
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Γλώσσες και κανονικές εκφράσεις

Σε κάθε ΚΕ αντιτοιχούµε µια γλώσσα ως εξής (αν a είναι µια ΚΕ τότε

L(a) ϑα συµβολίζει τη γλώσσα):

1. L(∅) = ∅, L(σ) = {σ}
2. L((a ∪ b)) = L(a) ∪ L(b)

3. L((ab)) = L(a)L(b)

4. L(a∗) = (L(a))∗

Μια γλώσσα L λέγεται κανονική αν και µόνο αν υπάρχει αντίστοιχη

κανονική έκφραση p, δηλαδή L = L(p).
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Γλώσσες κανονικών εκφράσεων

I Ποιά είναι η γλώσσα της κανονικής έκφρασης : ((a ∪ b)∗)

L(((a ∪ b)∗)) = (L(a ∪ b))∗ [κανόνας 4]

= (L(a) ∪ L(b))∗ [κανόνας 3]

= ({a} ∪ {b})∗ [κανόνας 1]

= {a, b}∗

I Ποιά είναι η γλώσσα της κανονικής έκφρασης : ((a ∪ ba)∗)

L(((a ∪ (ba))∗) = (L(a ∪ (ba)))∗ [κανόνας 4]

= (L(a) ∪ L(ba))∗ [κανόνας 2]

= (L(a) ∪ L(a)L(a))∗ [κανόνας 3]

= ({a} ∪ {ba})∗ [κανόνας 1]

= {a, ba}∗
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Το δυναµοσύνολο του Σ∗ δεν είναι µετρήσιµο

΄Εστω P(Σ∗) µετρήσιµο, τότε καταγράφουµε όλες τις γλώσσες του Σ:

w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8 w9 · · ·
0 1 00 01 10 11 000 001 010 · · ·

L1 = {00, 10, 000} 0 0 1 0 1 0 1 0 0 · · ·

L2 = {01, 11, 010} 0 0 0 1 0 1 0 0 1 · · ·

L3 = {0, 1, 00, 01, 10, 11} 1 1 1 1 1 1 0 0 0 · · ·

L4 = {1} 0 1 0 0 0 0 0 0 0 · · ·
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

Συµπλήρωµα διαγωνίου 1 1 0 1 · · ·
Γλώσσα T 0 1 01 · · ·

΄Εστω w1,w2, . . . η λεξικογραφική ακολουθία όλων των συµβολοσειρών

του Σ∗. Κατασκευάζουµε την γλώσσα που περιέχει τη συµβολοσειρά

wi ανν η Li δεν περιέχει την wi :

T = {wi : wi 6∈ Li , i = 0, 1, 2, . . .}

Η T διαφέρει µε όλες τις Li σε τουλάχιστο ένα στοιχείο. ΄Αρα η T δεν

είναι κάποια Li , συνεπώς το P(Σ∗) δεν είναι µετρήσιµο.
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Πεπερασµένες αναπαραστάσεις γλωσσών

I Οι πεπεραµένες γλώσσες έχουν πεπερασµένη αναπαράσταση :

την εξαντλητική απαρίθµηση των συµβολοσειρών τους.

I Οι άπειρες γλώσσες έχουν ενδιαφέρον αν έχουν πεπερασµένες

αναπαραστάσεις, π.χ. κανονικές εκφράσεις.

I Οι πεπεραµένες αναπαραστάσεις είναι κι αυτές συµβολοσειρές

από κάποιο αλφάβητο Σ. Υπάρχουν µετρήσιµα άπειρες

συµβολοσειρές (π.χ. {0, 1}∗) άρα µετρήσιµα άπειρες

αναπαραστάσεις γλωσσών.

I ΄Ολες οι γλώσσες όµως είναι µη µετρήσιµα άπειρες. ∆ηλαδή

όλες οι πιθανές γλώσσες είναι περισσότερες από όλες τις

διαθέσιµες συµβολοσειρές. ΄Αρα υπάρχουν γλώσσες που δεν

περιγράφονται !
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∆υνατοί και αδύνατοι υπολογισµοί

Υπάρχουν αδύνατοι υπολογισµοί!

Υπάρχει γλώσσα που ένα πρόγραµµα JAVA δεν µπορεί να τυπώσει

όλες τις συµβολοσειρές της, ακόµη κι αν το πρόγραµµα µπορούσε να

τρέχει για πάντα !

Κεντρικό πρόβληµα στη Θεωρία Υπολογισµού

Υπάρχει πρόγραµµα JAVA που για οποιαδήποτε γλώσσα που έχει

πεπερασµένη περιγραφή, τυπώνει στην έξοδό του όλες τις

συµβολοσειρές της γλώσσας ;


