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Προβλήµατα απόφασης

I Μας απασχολούν κυρίως προβλήµατα απόφασης : «Σε γράφο µε

τρείς κόµβους υπάρχει µονοπάτι από τον κόµβο 0 στον κόµβο 2;»

I Τα στιγµιότυπα που µπορεί να έχουµε είναι τριών ειδών :
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άλλου προβλήµατος όχι ναι

I Κάθε πρόβληµα απόφασης Π κωδικοποιείται µε ϕυσικό τρόπο από

κάποια τυπική γλώσσα, κάτω από ένα σχήµα κωδικοποίησης.

I Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το αλφάβητο Σ = {0, 1} και τον

«εναδικό» συµβολισµό σαν σχήµα κωδικοποίησης.
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Κωδικοποίηση προβλήµατος

Σε γράφο µε τρείς κόµβους υπάρχει µονοπάτι από τον κόµβο 0 στον κόµβο 2;
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Προβλήµατα απόφασης και γλώσσες

I Το πρόβληµα Π και το σχήµα κωδικοποίησης χωρίζει το Σ∗ σε τρία

ξένα µεταξύ τους υποσύνολα :

Lno = {x ∈ Σ∗ : x είναι ΟΧΙ στιγµιότυπο του Π}
Lyes = {x ∈ Σ∗ : x είναι ΝΑΙ στιγµιότυπο του Π}
Σ∗ \ (Lno ∪ Lyes) = {x ∈ Σ∗ : x δεν είναι στιγµιότυπο του Π}

I Το πρόβληµα απόφασης µετασχηµατίζεται στην ερώτηση w ∈ Lyes ;

(w είναι η κωδικοποίηση του στιγµιοτύπου του προβλήµατος)

I Οι γλώσσες λοιπόν περιγράφουν προβλήµατα.

I Θέλουµε ένα τυπικό τρόπο περιγραφής των γλωσσών και µια

τυπική περιγραφή µιας ιδεατής µηχανής που «αναγνωρίζει»

γλώσσες (λύνει προβλήµατα απόφασης).
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Μηχανές πεπερασµένων καταστάσεων

Finite State Machines (FSM)

I Τυπικό µοντέλο υπολογιστή µε πεπερασµένη µνήµη (καταστάσεις).

I Η µνήµη της µηχανής είναι το σύνολο των καταστάσεών της.

I Η µηχανή διαβάζει σύµβολα από την ταινία εισόδου (input) και

κάνει προκαθορισµένες µεταβάσεις.

I Η είσοδος «καταναλώνεται» από τα αριστερά προς τα δεξιά.

I Η επεξεργασία σταµατά όταν καταναλωθούν όλα τα σύµβολα.

I Η µηχανή αποδέχεται ή απορρίπτει την είσοδο ανάλογα µε την

κατάσταση που ϐρίσκεται στο τέλος της επεξεργασίας.

Λέµε ότι η µηχανή αναγνωρίζει τη γλώσσα των συµβολοσειρών που

αποδέχεται.
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Ντετερµινιστικό πεπερασµένο αυτόµατο

Deterministic Finite Automaton (DFA)
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I ΄Εχει τρεις καταστάσεις µε ονόµατα : q1, q2, q3.

I Η αρχική κατάσταση σηµειώνεται µε σκούρο χρώµα (για τεχνικούς

λόγους, συνήθως σηµειώνεται µε ϐέλος από το πουθενά).

I Η τελική κατάσταση σηµειώνεται µε διπλό κύκλο.

I Οι µεταβάσεις σηµειώνονται µε ϐέλη ανάµεσα στις καταστάσεις.
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q1 q1 q2

q2 q3 q2

q3 q2 q2
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Η διαδικασία της επεξεργασίας

I Η επεξεργασία ξεκινά µε το αυτόµατο στην αρχική κατάσταση.

I Η είσοδος είναι µια συµβολοσειρά που «καταναλώνεται» από

αριστερά προς τα δεξιά.

I Η λήψη ενός συµβόλου προκαλεί µετάβαση σε νέα κατάσταση,

εκεί που δείχει το ϐέλος µε την αντίστοιχη ετικέτα.

I Μετά τη λήψη του τελευταίου συµβόλου, το αυτόµατο δέχεται την

είσοδο ανν ϐρίσκεται στην τελική κατάσταση, αλλιώς η είσοδος

απορρίπτεται από το αυτόµατο.
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Παραδείγµατα επεξεργασίας

Είσοδος : 1101
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Πεπεραµένο αυτόµατο

Τυπικός ορισµός

΄Ενα πεπερασµένο αυτόµατο M είναι µια πεντάδα M(K ,Σ, δ, s, F)
όπου :

I K είναι ένα πεπερασµένο σύνολο καταστάσεων.

I Σ είναι ένα πεπερασµένο αλφάβητο.

I s ∈ K είναι η αρχική κατάσταση.

I F ⊆ K είναι το σύνολο των τελικών καταστάσεων.

I δ : K × Σ→ K είναι η συνάρτηση µετάβασης.

Η συνάρτηση µετάβασης δ καθορίζει ουσιαστικά τη λειτουργία του

αυτοµάτου. Αν q είναι η κατάστασή του και σ το επόµενο σύµβολο της

εισόδου, τότε το αυτόµατο µεταβαίνει στην κατάσταση δ(q, σ).
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Συµβολοσειρές και πεπερασµένα αυτόµατα

DFA M(K ,Σ, δ, s, F) δέχεται την συµβολοσειρά w :

Το M ξεκινά από την κατάσταση s, «καταναλώνει» την είσοδο και

καταλήγει σε κάποια κατάσταση του F .

Παράγει σε ένα ϐήµα (συνάρτηση `M):

(q,w) `M (q′,w ′) ανν

I w =σw ′, για κάποιο σ ∈ Σ

I q′ = δ(q, σ)

΄Εχουµε δηλαδή τη συνάρτηση `M : K × Σ+ → K × Σ∗. Τα στοιχεία του

K × Σ∗ ονοµάζονται συνολικές καταστάσεις.
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Σχέση `∗M

Παράγει σε µηδέν ή περισσότερα ϐήµατα :

(q,w) `∗M (q′,w ′) ανν υπάρχουν q1, . . . , qn ∈ K και σ1, . . . , σn ∈ Σ:

I w = σ1σ2 . . . σnw ′

I (q, σ1σ2 · · ·σnw ′) `M (q1, σ2 . . . σnw ′) `M · · · `M (qn,w
′)

I qn = q′
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Η `∗M είναι σχέση και όχι συνάρτηση
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(q0, 0110) `∗M (q0, 0110)
(q0, 0110) `∗M (q2, 0)
(q0, 0110) `∗M (q0, ε)
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Γλώσσες και πεπερασµένα αυτόµατα

DFA M δέχεται τη συµβολοσειρά w :

Η συµβολοσειρά w γίνεται αποδεκτή από το ΠΑ M, ανν

(s,w) `∗M (q, ε), για κάποιο q ∈ F

Γλώσσα ενός DFA M(K ,Σ, δ, s, F):

Είναι το σύνολο των συµβολοσειρών που γίνονται αποδεκτές από το M:

L(M) = {w : w είναι αποδεκτό από το M}
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Γλώσσα ενός πεπερασµένου αυτοµάτου

Παράδειγµα
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L(M) = {w : w περιέχει άρτιο αριθµό από 0}

Με µαθηµατική επαγωγή στο µήκος του w . Η επαγωγική υπόθεση είναι :

I (q0,w) `∗M (q0, ε) ανν το w περιέχει άρτιο αριθµό από 0,

I (q0,w) `∗M (q1, ε) ανν το w περιέχει περιττό αριθµό από 0.

Γιατί είναι απαραίτητη η δεύτερη υπόθεση ;
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DFA που δέχονται συµπληρωµατικές γλώσσες
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L = {w : w δεν περιέχει 11}
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L = {w : w περιέχει 11}

Σχεδόν τα ίδια αυτόµατα : οι τελικές καταστάσεις του ενός είναι οι µη

τελικές καταστάσεις του άλλου.
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Παράδειγµα

DFA για L = {w : w περιέχει Ϲυγό αριθµό 0 και Ϲυγό αριθµό 1}:
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(ΕΕ :ζυγός # 0, Ϲυγός # 1, ΕΟ : Ϲυγός # 0, περιττός # 1, κτλ)

I Γιατί αποδέχεται τις συµβολοσειρές ΕΕ ;

I Γιατί απορρίπτει τις συµβολοσειρές ΕΟ, ΟΕ, ΟΟ ;



16

Παράδειγµα

DFA για L = {w : w περιέχει 110110}:
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DFA για L = {w : w δεν περιέχει 110110}: το ίδιο αλλάζοντας τις

καταστάσεις (µη τελικές→ τελικές και τελικές→ µη τελικές).
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Κλειστότητα ως προς το συµπλήρωµα

I Τα DFA αποδέχονται (αναγνωρίζουν) τις κανονικές γλώσσες

(επόµενη διάλεξη).

I Υπάρχει αλγόριθµος που µετατρέπει κάθε DFA που αποδέχεται

µια L σε ένα DFA που αποδέχεται την L (απλά άλλαξε τις µη

τελικές καταστάσεις σε τελικές και τις τελικές σε µη τελικές).

I ΄Αρα αν η L είναι κανονική τότε είναι κανονική και η L.

I Λέµε ότι η κλάση των κανονικών γλωσσών είναι κλειστή ώς προς

το συµπλήρωµα.
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Μη ντετερµινιστικά πεπερασµένα αυτόµατα

Non-deterministic finite automata (NFA)

I Γενίκευση των ντετερµινιστικών πεπερασµένων αυτοµάτων.

I Αντί συνάρτηση µετάβασης δ έχουν σχέση µετάβασης ∆ που

επιτρέπει 0, 1, 2, . . . επόµενες καταστάσεις.

I Καθώς το NFA υπολογίζει υπάρχουν πολλές διαφορετικές

«ενσαρκώσεις» του.

I Γιατί τα µελετάµε ;

I ∆ιευκολύνουν τις αποδείξεις.

I Πιο ϕυσικός και σύντοµος τρόπος για να περιγραφούν κάποιες

γλώσσες.
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∆ύο αυτόµατα για την ίδια γλώσσα

L = {w : w περιέχει 110110}

Ντετερµινιστικό :
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Μη ντετερµινιστικό αυτόµατο

L = {w : w περιέχει 110110}

ε
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I Το αυτόµατο αρχίζει να καταναλώνει την συµβολοσειρά εισόδου.

I Κάποια στιγµή «µαντεύει» ότι ήρθε η ώρα να διαβάσει 110110.

I Επαληθεύει την µαντεψιά.

Παρατήρηση : Υπάρχει µία κατάσταση (γενικά µπορεί να υπάρχουν

πολλές) που τα εξερχόµενα ϐέλη είναι περισσότερα από τα σύµβολα

του αλφαβήτου.
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Μη ντετερµινιστικά πεπερασµένα αυτόµατα

Τυπικός ορισµός

΄Ενα µη ντετερµινιστικό πεπεραµένο αυτόµατο M είναι µια πεντάδα

M(K ,Σ,∆, s, F) όπου :

I K είναι ένα πεπερασµένο σύνολο καταστάσεων.

I Σ είναι ένα πεπερασµένο αλφάβητο.

I s ∈ K είναι η αρχική κατάσταση.

I F ⊆ K είναι το σύνολο των τελικών καταστάσεων.

I ∆ : K × Σ ∪ {ε} × K είναι η σχέση µετάβασης.
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Μη ντετερµινιστικά πεπεραµένα αυτόµατα

Επέκταση των ορισµών από τα ντετερµινιστικά πεπεραµένα αυτόµατα

Σχέση `M (παράγει σε ένα ϐήµα):

(q,w) `M (q′,w ′) ανν υπάρχει u ∈ Σ∗ τέτοιο ώστε :

I w = uw ′,

I (q, u, q′) ∈ ∆.

Οµοίως επεκτείνεται και η σχέση `∗M (ακολουθία µεταβάσεων).

NFA δέχεται το w :

Ανν υπάρχει κάποια ακολουθία µεταβάσεων που καταλήγει σε τελική

κατάσταση : ∃q ∈ F : (s,w) `∗M (q, ε)

Γλώσσα που δέχεται το NFA M:

L(M) = {w : M δέχεται το w}
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Μη ντετερµινιστικός υπολογισµός

Είσοδος 110101
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Το δέντρο των επιλογών. Η ϱίζα είναι η αρχή των υπολογισµών και κάθε

κλαδί δηµιουργείται όταν το NFA έχει πολλές επιλογές. Το NFA δέχεται

την είσοδο ανν τουλάχιστο ένα ϕύλλο είναι τελική κατάσταση.
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Μη ντετερµινιστικά αυτόµατα

Παρατηρήσεις

I Οι παρακάτω εκφράσεις είναι ισοδύναµες :

I Το NFA κάποια στιγµή «µαντεύει» ότι διαβάζει ένα στοιχείο της L και

στη συνέχεια επαληθεύει τη µαντεψιά.

I Το NFA εκτελεί παράλληλα όλες τις πιθανές µεταβάσεις και

ελέγχει αν µε κάποιο από όλους τους τρόπους µεταβάσεων γίνεται

αποδεκτή η είσοδος.

I ΄Ενα NFA αποδέχεται µια L αν υπάρχει τρόπος να αποδεχτεί όλα τα

στοιχεία της L και µόνο αυτά.

I Προσοχή: Αν ένα NFA αποδέχεται τα στοιχεία µιας L, τότε ίσως να

υπάρχουν πολλοί τρόποι (ακολουθίες µεταβάσεων) για να µην

γίνει αποδεκτό ένα w ∈ L. ΄Οµως κάποια ακολουθία µεταβάσεων

ϑα κάνει το w αποδεκτό.
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Ισοδυναµία NFA µε DFA

Υπάρχει ένας ϕυσικός τρόπος να µετατραπεί το NFA σε DFA:

I Θεωρούµε ότι ένα DFA «προσοµοιώνει» τη λειτουργία του NFA.

I Το DFA καταγράφει όλες τις πιθανές µεταβάσεις του NFA.

I Οι καταστάσεις του DFA είναι υποσύνολα του συνόλου των

καταστάσεων του NFA.

I Τελικές καταστάσεις του DFA είναι όλες εκείνες που περιέχουν

κάποια τελική κατάσταση του NFA.

I Το DFA αγνοεί τις µεταβάσεις του NFA που είναι απροσδιόριστες.
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Κατασκευή ισοδύναµου DFA

NFA για L = {w : w τελειώνει µε 00}
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Κατασκευή ισοδύναµου DFA

Παρατηρήσεις

I Οι καταστάσεις του DFA είναι στη χειρότερη περίπτωση όλα τα

υποσύνολα των καταστάσεων του NFA.

I Στη χειρότερη περίπτωση οι καταστάσεις του DFA είναι 2k , όπου k

ο αριθµός των καταστάσεων του NFA (εκθετική αύξηση του

αριθµού των καταστάσεων).

I Τελικά το NFA είναι «ϐολικότερο» και όχι ισχυρότερο µοντέλο

υπολογισµού.
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Κατασκευή ισοδύναµου DFA

L = {w : w στην τρίτη ϑέση από το τέλος έχει 1}
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0
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0
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Κατασκευή ισοδύναµου DFA

L = {w : w στην τρίτη ϑέση από το τέλος έχει 1}
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0
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NFA µε ε-κινήσεις

Από τον ορισµό της σχέσης µετάβασης ∆ : K × Σ ∪ {ε} × K ,

υπάρχουν ε-κινήσεις για τα NFA: µπορούν να αλλάζουν καταστάσεις

χωρίς να διαβάζουν την είσοδο.

ε ε ε...

q

p1 p2 pi...

...

Το NFA, χωρίς να διαβάσει την

είσοδο, «µαντεύει» ότι πρέπει

ακολουθήσει κάποια µετάβαση

q → pj . Στη συνέχεια

επαληθεύει τη µαντεψιά.
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NFA για την αντίστροφη µιας L

L = {w : w κάθε 1 το ακολουθεί (00)+}

I Κατασκευή NFA για L = {w : w από κάθε 1 προηγείται (00)+}
I Χρησιµοποιούµε ε-κινήσεις για να ξεκινήσει το NFA από τις

καταστάσεις που το DFA µπορεί να τελείωσε.

I Αντιστρέφουµε όλα τα ϐέλη του DFA.

I Τελική κατάσταση του NFA είναι η αρχική κατάσταση του DFA.

I Εξαφανίζονται οι καταβόθρες του DFA!
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0

S

ε

ε
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Παράδειγµα ε-κίνησης

NFA για L = {w : w από κάθε 1 προηγείται (00)+}

Στην είσοδο 0001 το NFA «µαντεύει» ότι πρέπει να ακολουθήσει το

µονοπάτι που ξεκινά από την κατάσταση q3.
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Κατασκευή ισοδύναµου DFA
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∅
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Κλειστότητα ως προς την αντιστροφή

I Υπάρχει αλγόριθµος µετατροπής ενός DFA που αποδέχεται µια L

σε NFA που αποδέχεται την LR .

I Το NFA που δέχεται την LR έχει ένα ισοδύναµο DFA.

I ΄Αρα αν η L είναι κανονική τότε είναι κανονική και η LR .

I Λέµε ότι η κλάση των κανονικών γλωσσών είναι κλειστή ως προς

την αντιστροφή.

Ελαχιστοποίηση καταστάσεων DFA (µέθοδος Beckman):

DFA για µια L⇒ κατασκευή NFA για την LR ⇒ κατασκευή ισοδύναµου

DFA για την LR ⇒ κατασκευή NFA για την (LR)R ⇒ κατασκευή

ισοδύναµου DFA για την (LR)R ⇒ ελάχιστο DFA για την L (εκθετικό

κόστος).

Υπάρχει πολυωνυµικός αλγόριθµος για την ελαχιστοποίηση των DFA.



35

Κλειστότητες κανονικών γλωσσών

I Τα NFA µε τις ε-κινήσεις µαζί µε τον αλγόριθµο µετατροπής NFA

σε DFA είναι ισχυρότατο εργαλείο για αποδείξεις κλειστότητας.

I Κλειστότητα ως προς την ένωση: ε-κινήσεις απο την αρχική του

NFA προς τις αρχικές καταστάσεις των DFA και ε-κινήσεις απο τις

τελικές των DFA προς την τελική του NFA. Μετά NFA⇒DFA.

I L1 = {w : w περιέχει Ϲυγό # 0}, L2 = {w : w περιέχει 101}. NFA

για L1 ∪ L2:

S

even

# 0's
ε

ε

ε

1
odd

# 0's0

F

ε

0

1

0

1
1

1

10
0

0

101
1

0,1
ε
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Κλειστότητες κανονικών γλωσσών

Κλειστότητα ως προς την παράθεση: ε-κινήσεις από τις τελικές του

«prefix» DFA προς την αρχική κατάσταση του «suffix» DFA. Αρχική

κατάσταση του NFA η αρχική του «prefix» DFA, τελική κατάσταση του NFA

η τελική του «suffix» DFA.

L1 = {w : w περιέχει Ϲυγό # 0}, L2 = {w : w περιέχει 101}. NFA για

L1L2:

even

# 0's

1
odd

# 0's0

ε

ε

0

1

0
11

1

10

0

0 101
1

0,1
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Κλειστότητες κανονικών γλωσσών

I Κλειστότητα ως προς την τοµή (L1 ∩ L2 = L1 ∪ L2): DFA για L1, L2⇒
εναλλαγή αρχικών–τελικών καταστάσεων⇒ DFA για L1, L2⇒
κατασκευή NFA για L1 ∪ L2⇒ κατασκευή ισοδύναµου DFA⇒
εναλλαγή αρχικών–τελικών καταστάσεων⇒ DFA για L1 ∩ L2.

I Υπάρχει πιο αποδοτικός τρόπος : κατασκευή του γινοµένου των

DFA:

I ΄Ενα DFA προσοµοιώνει την ταυτόχρονη λειτουργία και των δύο DFA.

I Αποφεύγουµε τη δηµιουργία NFA (εκθετικό κόστος).

I Οι καταστάσεις του νέου DFA είναι το γινόµενο των καταστάσεων

των L1, L2.
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Μια µατιά στο σύµπαν

Undecidable

Turing Machines

Context free languages

Finite state machines

DFANFA

Regular Expressions
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Τι δεν υπολογίζεται µε FSMs;

I Οτιδήποτε απαιτεί µη πεπερασµένη µνήµη : π.χ. αν χρειάζεται να

µετρήσουµε.

I Παραδείγµα γλωσσών που δεν είναι κανονικές :

L1 = {w : w ∈ 0n1n}, L2 = {w : w ∈ 0n2}, κτλ.

I Γιατί ένα FSM δεν µπορεί να αναγνωρίσει την L1;

I ∆ιαισθητικά : χρειάζονται άπειρες καταστάσεις.

I ΄Εστω ότι κάποιο FSM µε k καταστάσεις αναγνωρίζει την L1.

I Αν ϑέσουµε σαν είσοδο το 0k1k στο FSM τότε αφού η είσοδος έχει

µήκος 2k κάποιες καταστάσεις (τουλάχιστο µία) στον υπολογισµό

του FSM ϑα επαναλαµβάνονται (αρχή του περιστεριώνα).

I Η ύπαρξη αυτής της επανάληψης κάνει το FSM να αποδέχεται και

άλλες συµβολοσειρές εκτός των 0k1k .

I Χρειαζόµαστε «ισχυρότερο» µοντέλο υπολογισµού.


