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Μια ιεραρχία από κλάσεις γλωσσών

Undecidable

Turing Machines

Context free languages

Finite state machines

I Γλώσσα είναι ένα σύνολο κωδικοποιήσεων στιγµιοτύπων

προβληµάτων (πρόβληµα απόφασης↔ x ∈ L).

I Κάθε κλάση γλωσσών χαρακτηρίζεται από τις δυνατότητες του

υπολογιστικού µοντέλου που αποδέχεται τα σύνολα της κλάσης.

I Οι δυνατότητες του υπολογιστικού µοντέλου αυξάνουν όσο

διευρύνονται οι κλάσεις των γλωσσών.
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Ιδιότητες κανονικών συνόλων

Υπάρχουν διάφορες ερωτήσεις σχετικά µε κανονικά σύνολα :

1. ∆ίνεται µια γλώσσα L. Είναι η L κανονικό σύνολο ;

2. Αν L είναι κανονική γλώσσα ισχύει x ∈ L;

3. ∆ίνονται δύο κανονικά σύνολα A και B. Είναι A = B;

4. ΄Εστω L κανονική γλώσσα, είναι η L άπειρη·

5. Αν A, B είναι κανονικές γλώσσες ισχύει A ⊆ B;

6. · · ·

Προσπαθήστε να δώσετε διαισθητικές απαντήσεις ή να

χρησιµοποιήσετε τις κλειστότητες των κανονικών συνόλων.
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Υποδείξεις για τα προηγούµενα ερωτήµατα

1. Αν µπορείτε δώστε ένα FSM για την L.

2. Γράψτε ένα πρόγραµµα !

3. Ισχύει A \ B = ∅; (σηµειώστε ότι A \ B = A ∩ B)

4. Υπάρχει κύκλος στο FSM που αναγνωρίζει την L; Τι άλλο πρέπει να

υπάρχει ;

5. Ισχύει A ∪ B = Σ∗;

Μπορούµε να απαντήσουµε σχεδόν όλα τα ενδιαφέροντα ερωτήµατα

για τα κανονικά σύνολα.

Στη συνέχεια ϑα παρουσιάσουµε µια τεχνική που µας ϐοηθάει στο να

δείχνουµε ότι µια γλώσσα δεν είναι κανονική.
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Ιδιότητα κανονικού συνόλου

Αν µια γλώσσα είναι κανονική τότε γίνεται δεκτή από κάποιο DFA

M = {Q,Σ, δ, q0, F} µέ συγκεκριµένο αριθµό καταστάσεων : |Q| = n.

qfq0 · · · · · ·q

Κάθε στοιχείο z ∈ L που γίνεται δεκτό από το M µε |z| ≥ n υποχρεώνει

το M να επαναλάβει κάποια κατάσταση.

Αρχή του περιστερώνα

Υπάρχουν |z| περιστέρια που πρέπει να µπούν σε n ϕωλιές. Αφού

|z| ≥ n τουλάχιστο µια ϕωλιά ϑα έχει πάνω από ένα περιστέρι.
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Λήµµα άντλησης για κανονικές γλώσσες

Αν z ∈ L και η L είναι κανονική, τότε το z µπορεί να µεγαλώσει µε την

«άντληση» συγκεκριµένων υποσυµβολοσειρών του και να συνεχίσει να

ανήκει στην L.

qfq0 · · · · · ·q
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Λήµµα άντλησης για κανονικές γλώσσες

Αν z ∈ L και η L είναι κανονική, τότε το z µπορεί να µεγαλώσει µε την

«άντληση» συγκεκριµένων υποσυµβολοσειρών του και να συνεχίσει να

ανήκει στην L.

u
v

w

qfq0 · · · · · ·q
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Λήµµα άντλησης για κανονικές γλώσσες

Αν z ∈ L και η L είναι κανονική, τότε το z µπορεί να µεγαλώσει µε την

«άντληση» συγκεκριµένων υποσυµβολοσειρών του και να συνεχίσει να

ανήκει στην L.

u
v

w

qfq0 · · · · · ·q

Γίνονται αποδεκτά τα uw , uvw , uvw , . . . , uv iw , . . . για κάθε i ∈ N.

I Για κάθε κανονική L υπάρχει ένα DFA µε n καταστάσεις που την

αποδέχεται.

I Κάθε z ∈ L µπορεί να γραφτεί ως uv iw µε |uv| ≤ n και |v| ≥ 1.

Το uv iw ανήκει στην L για κάθε i ≥ 0.
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Λήµµα άντλησης για κανονικές γλώσσες

u
v

w

qfq0 · · · · · ·q

I Η ιδιότητα της άντλησης είναι αναγκαία για ένα κανονικό σύνολο

δεν είναι όµως ικανή συνθήκη.

I Ισχύει |uv| ≤ n και |v| ≥ 1, δηλαδή κατα την αναγνώριση του z

επαναλαµβάνεται µια κατάσταση πριν καταναλωθούν n σύµβολα.

I Μια κατάσταση ϑα επαναληφθεί κατά την κατανάλωση του uv .

Κατά την κατανάλωση του w µπορεί να επαναλαµβάνονται κι

άλλες καταστάσεις.
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Λήµµα άντλησης για κανονικές γλώσσες

Τυπική διατύπωση

Pumping Lemma

Αν η L είναι κανονική γλώσσα,

∃n ίσο µε τον αριθµό των καταστάσεων ενός DFA για την L,

τέτοιο ώστε ∀z ∈ L, µε |z| ≥ n,

∃u, v,w τέτοια ώστε z = uvw , |uv| ≤ n, |v| ≥ 1,

έτσι ώστε ∀i ≥ 0 το uv iw ανήκει επίσης στην L.

Ισχύει δηλαδή ότι :

L κανονική γλώσσα→ ιδιότητα άντλησης

Εµείς ϑα χρησιµοποιήσουµε το αντιθετοαντίστροφο :

¬(ιδιότητα άντλησης)→ ¬(L κανονική γλώσσα)
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΄Αρνηση της ιδιότητας άντλησης

Αν για µια γλώσσα L,

∀n ίσο µε τον αριθµό των καταστάσεων οποιουδήποτε DFA για την L,

∃z ∈ L µε |z| ≥ n τέτοιο ώστε

∀u, v,w µε z = uvw και |uv| ≤ n, |w| ≥ 1

∃i ≥ 0 τέτοιο ώστε το uv iw δεν ανήκει στην L,

τότε η L δεν είναι κανονική γλώσσα.

I Για να αποδείξουµε ότι µια L δεν είναι κανονική παίζουµε ένα

παιχνίδι µε ένα αντίπαλο που συνεχώς ϑέλει να µας δυσκολεύει.

I Ο αντίπαλος επιλέγει τις οντότητες µε τους καθολικούς

ποσοδείκτες και εµείς επιλέγουµε τους υπαρξιακούς ποσοδείκτες.

I Ο αντίπαλος «δεν χαρίζεται». Εµείς πρέπει να κάνουµε τέτοιες

επιλογές έτσι ώστε ο αντίπαλος να υποχρεωθεί σε ήττα.
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Εφαρµογή της άρνησης της ιδιότητας άντλησης

Μια περίπτωση λανθασµένης τακτικής στο παιχνίδι

Το παρακάτω παιχνίδι έχει σκοπό να αποδείξει ότι η

L = {w|w είναι παλίνδροµο} δεν είναι κανονική.

I Ο αντίπαλος ισχυρίζεται ότι η L είναι κανονική: αναγνωρίζεται από

ένα DFA µε n καταστάσεις.

I Εµείς επιλέγουµε z = 0dn/2e10dn/2e (ισχύει z ∈ L και |z| ≥ n).

I Ο αντίπαλος ϑέτει u = 0dn/2e, v = 1 και w = 0dn/2e (ισχύει

|uv| ≤ n και |v| ≥ 1).

I ΄Εχουµε χάσει το παιχνίδι γιατί κάθε επιλογή του i κάνει το uv iw να

είναι παλίνδροµο (ανήκει δηλαδή στην L).

Χάσαµε γιατί δεν επιλέξαµε καλά το z! Ο αντίπαλος µας εξανάγκασε

να «αντλήσουµε» 1 (το z παρέµεινε παλίνδροµο)
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Εφαρµογή της άρνησης της ιδιότητας άντλησης

Σωστή τακτική στο παιχνίδι

Το παρακάτω παιχνίδι δείχνει ότι η L = {w|w είναι παλίνδροµο} δεν

είναι κανονική:

I Ο αντίπαλος ισχυρίζεται ότι η L είναι κανονική: αναγνωρίζεται από

ένα DFA µε n καταστάσεις.

I Εµείς επιλέγουµε z = 0n10n (ισχύει z ∈ L και |z| ≥ n).

I Ο αντίπαλος ϑέτει 0n10n = uvw έτσι ώστε |uv| ≤ n και |v| ≥ 1).

I Εµείς παρατηρούµε ότι πρέπει να ισχύει v = 0k µε 0 ≤ k ≤ n.

Επιλέγουµε i = 2, τότε uv2w = uvvw = 0n0k10n = 0n+k10n.

΄Εχουµε κερδίσει γιατί το 0n+k10n δεν είναι παλίνδροµο.

∆είξαµε ότι για τη γλώσσα L ισχύει η άρνηση της ιδιότητας άντλησης,

συνεπώς η γλώσσα L δεν είναι κανονική.
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Εφαρµογή της άρνησης της ιδιότητας άντλησης

Το παρακάτω παιχνίδι δείχνει ότι η L = {w|w = 0k2} δεν είναι κανονική:

I Ο αντίπαλος ισχυρίζεται ότι ένα DFA n καταστάσεων αποδέχεται

την L.

I Εµείς επιλέγουµε z = 0n2

(ισχύει z ∈ L και |z| ≥ n).

I Ο αντίπαλος ϑέτει 0n2

= uvw έτσι ώστε |uv| ≤ n και |v| ≥ 1).

I Εµείς παρατηρούµε ότι πρέπει να ισχύει v = 0k µε 0 ≤ k ≤ n.

Επιλέγουµε i = 2, τότε uv2w = uvvw = 0n2+k . ΄Εχουµε κερδίσει

γιατί το 0n2+k δεν είναι της µορφής 0m2

για οποιοδήποτε m.

n
2 < n

2 + k ≤ n
2 + n < n

2 + 2n + 1 < (n + 1)2

∆είξαµε ότι για τη γλώσσα L ισχύει η άρνηση της ιδιότητας άντλησης,

συνεπώς η γλώσσα L δεν είναι κανονική.
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Μια µατιά στο σύµπαν

Undecidable

Turing Machines

Context free grammars
0n1n

0∗1∗

DFANFA

Regular Expressions



13

Γραµµατικές

Οι γραµµατικές είναι συστήµατα που παράγουν γλώσσες.

I Οι FSM αποδέχονται τα στοιχεία µιας γλώσσας και απορρίπτουν τα

στοιχεία που δεν ανήκουν στη γλώσσα.

I Κάθε FSM έχει µια αντίστοιχη γραµµατική.

I Η γραµµατική παράγει τα στοιχεία της γλώσσας που το FSM

αποδέχεται ενώ δεν µπορεί να παραγάγει τα στοιχεία που το FSM

απορρίπτει.

I ΄Ατυπα µια γραµµατική είναι ένα σύνολο κανόνων παραγωγής.

΄Ενας κανόνας παραγωγής αντικαθιστά µη τερµατικά σύµβολα µε

κάποια συµβολοσειρά.

I Σκοπός είναι να λάβουµε τα στοιχεία µια γλώσσας µε ακολουθίες

αντικαταστάσεων όπου εξαλείφονται τα µη τερµατικά σύµβολα.
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Κατασκευή γραµµικής γραµµατικής από FSM

1

1

A

0

B

0 A→ 0A

A→ 1B

B → 0B

B → 1A

B → ε

I Παραγωγή του 010: A→ 0A→ 01B → 010B → 010

I Σε ένα κανόνα παραγωγής µιας γραµµικής γραµµατικής έχουµε

αριστερά και δεξιά του ϐέλους ένα µόνο µη τερµατικό σύµβολο.

I Οι αριστερογραµµικές γραµµατικές έχουν κανόνες παραγωγής

της µορφής X → x ή X → xX , ενώ οι δεξιογραµµικές παραγωγές

είναι της µορφής X → x ή X → Xx
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Κατασκευή FSM από γραµµική γραµµατική

S → 0A

A→ 1B

A→ 0B

A→ 0S

B → 1S

A→ 1

B → 0

S → 1

A→ ε

B

0

0

S A

1,0
1

1

1

0

I Στη γενική περίπτωση λαµβάνω ένα NFA.

I Οι γραµµατικές είναι (σχεδόν) εξ΄ ορισµού µη ντετερµινιστική

έννοια : πρέπει να µαντέψουν αν ϑα παραχθεί µη τερµατικό ή

τερµατικό σύµβολο.
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Μια µατιά στο σύµπαν

Undecidable

Turing Machines

Context free grammars
0n1n

0∗1∗

DFANFA

Regular Expressions

Linear Grammars
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Γραµµατικές χωρίς συµφραζόµενα

Context Free Grammars (CFG)

Οι γραµµατικές χωρίς συµφραζόµενα έχουν κανόνες παραγωγής της

µορφής X → anything. ΄Εχουν δηλαδή αριστερά ένα µη τερµατικό

σύµβολο ενώ δεξιά δεν υπάρχει κάποιος περιορισµός.

Θα χρησιµοποιήσουµε τη συντοµογραφία A→ x | y που σηµαίνει ότι το

A παράγει x ή y (x, y γενικά συµβολοσειρές).

΄Εστω η γραµµατική S → 0S1 | ε
I Μια παραγωγή µπορεί να είναι :

S → 0S1→ 00S11→ 000S111→ 000111.

I Η γραµµατική παράγει στοιχεία της γλώσσας L = {0n1n, n ≥ 0}.

I ∆εν υπάρχει FSM που να αναγνωρίζει την L!
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Συντακτικό δέντρο

Γραµµατική: S → 0S1 | SS | ε
Παράγει το 00100110110011;

S

S

1S

1S

ε

0

0

S

1S

S

S

1S

ε

0

S

1S

1S

ε

0

0

S

1S

ε

0

0
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∆ιφορούµενες γραµµατικές

I Αν υπάρχουν δύο ή περισσότερα δέντρα για την παραγωγή της

ίδιας συµβολοσειράς τότε η γραµµατική ονοµάζεται διφορούµενη.

I Η δεξιότερη παραγωγή σχηµατίζεται όταν αντικαθιστούµε πάντα το

δεξιότερο µη τερµατικό σύµβολο : µεταδιατεταγµένη επίσκεψη στο

συντακτικό δέντρο.

I Η αριστερότερη παραγωγή σχηµατίζεται µε την προδιατεταγµένη

επίσκεψη στο δέντρο.

I Οι διφορούµενες γραµµατικές είναι κακή ιδιότητα για µια γλώσσα :

∆εν είναι δυνατό να υπάρξει µεταγλωτιστής για µια διφορούµενη

γλώσσα προγραµµατισµού.

I L = {anbncndn, n > 0} είναι γλώσσα εγγενώς διφορούµενη:

όλες οι CFG για την L είναι διφορούµενες.

I Προσοχή στη σηµασιολογία !
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∆ιφορούµενες γραµµατικές

΄Οταν υπάρχει διαφορά στη σηµασιολογία

Γραµµατική: S → S + S | S ∗ S | 0 | 1 | 2 | · · · | 9
Υπάρχουν δύο παραγωγές του 3 + 4 ∗ 5:

S

S

S

5

*S

4

+S

3

S

S

5

*S

S

4

+S

3

Η γραµµατική είναι διφορούµενη, δεν υπάρχει η έννοια της

προτεραιότητας κι έτσι χάνουµε στη σηµασιολογία.

Τι ϑα έκανε σε αυτή την περίπτωση ένας µεταγλωτιστής ;
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Μη διφορούµενη γραµµατική

Γραµµατική: S → (S + S) | (S ∗ S) | 0 | 1 | 2 | · · · | 9

Παραγωγή του ((3 + 4) ∗ 5):

S

)S

5

*S

)S

4

+S

3

(

(

Παραγωγή του (3 + (4 ∗ 5)):

S

)S

)S

5

*S

4

(

+S

3

(

Για κάθε συµβολοσειρά της γλώσσας υπάρχει µοναδικό συντακτικό

δέντρο.
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Τεχνικές σχεδιασµού γραµµατικών

Αναδροµή

Παράδειγµα : η γραµµατική S → 0S1 | ε για τη γλώσσα

L = {0n1n, n ≥ 0}
Σηµασιολογική ερµηνεία των µη τερµατικών συµβόλων

Παράδειγµα : η γραµµατική για τη γλώσσα

L = {w | w έχει ίσο αριθµό 0 και 1}:

S → 0A | 1B | ε
A→ 1S | 0AA

B → 0S | 1BB

S : ίσος αριθµός 0 και 1

A : χρωστάω ένα 1

B : χρωστάω ένα 0
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Παράδειγµα

L = {w2wR | w ∈ (0 ∪ 1)∗}
Γραµµατική: S → 0S0 | 1S1 | 2
Παραγωγή 0012100: S → 0S0→ 00S00→ 001S100→ 0012100

Συντακτικό δέντρο :

S

0S

0S

1S

2

1

0

0
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Παράδειγµα

Παλίνδροµες συµβολοσειρές περιττού και άρτιου µήκους.

Περιττό µήκος

Γλώσσα :

L = {w2wR | w ∈ (0 ∪ 1)∗}
Γραµµατική: S → 0S0 | 1S1 | 2
Ντετερµινιστικές παραγωγές.

΄Αρτιο µήκος

Γλώσσα :

L = {wwR | w ∈ (0 ∪ 1)∗}
Γραµµατική: S → 0S0 | 1S1 | ε
Μη ντετερµινιστικές παραγωγές.

Undecidable

Turing Machines

Context free grammars

NFA ↔ DFA
Finite State Machines

DPDA
NPDA
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Αυτόµατα Στοίβας

Push down automata (PDA)

I Πρόκειται για «αναβάθµιση» των FSM: τα PDA έχουν έξτρα µνήµη

µε την µορφή στοίβας αλλά περιορίζονται στην πρόσβαση σε αυτή.

I Πρόσβαση στη στοίβα υπάρχει µόνο στην κορυφή της :

push Τοποθετεί στην κορυφή ένα στοιχείο που δίνεται.

pop Αφαιρεί από την κορυφή ένα στοιχείο για χρήση.

I Θα τα σχεδιάσουµε σαν τα FSM, όµως οι εττικέτες στα ϐέλη ϑα

είναι της µορφής a, b, c, όπου :

a είναι το τρέχον σύµβολο που διαβάζει το PDA από την είσοδο,

b είναι το σύµβολο στην κορυφή της στοίβας και

c συµβολίζει το χειρισµό της στοίβας (όπως push X ).

I Τα PDA χρησιµοποιούν επιπλέον των FSM ένα αλφάβητο στοίβας

και η σχέση µετάβασης είναι περισσότερο πολύπλοκη.
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PDA για L = {0n1n, n > 0}
∆ιαισθητική περιγραφή

Κάθε ϕορά που στην είσοδο διαβάζει 0 κάνει push X στη στοίβα. Κάθε

ϕορά που διαβάζει 1 κάνει pop από τη στοίβα. Αν η στοίβα είναι άδεια

(Z ) και ϐρίσκεται σε τελική κατάσταση αποδέχεται, αλλιώς απορίπτει.

1, X,pop

0, any,push X

push

1, X,pop

pop ε, Z, Z

I Χρειαζόµαστε ϐέλη για όλους τους συνδιασµούς a, b, c. Βέλη

που δεν υπάρχουν υποτίθεται ότι οδηγούν σε καταβόθρες.

I Η ύπαρξη ε-κινήσεων δεν κάνει απαραίτητα το PDA µη

ντετερµινιστικό.

I Γιατί απορρίπτει τα 0010 και 0001111111;



27

PDA για L = {w2wR | w ∈ (0 ∪ 1)∗}

Είναι το σύνολο των παλίνδροµων περιττού µήκους όπου το 2

«µαρκάρει» το µέσο της συµβολοσειράς.

ε, Z, Z

0, any,push X
1, any,push Y

2, any, any

0, X,pop
1, Y, pop

push pop

I Μαρκάρει τα 0 µε X και τα 1 µε Y .

I ΄Οταν διαβάσει 2 ελέγχει αν ταιριάζει η υποσυµβολοσειρά της

εισόδου µετά το 2 µε αυτή που ήδη διάβασε πριν το 2.

I Είναι ντετερµινιστικό !
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PDA για L = {wwR | w ∈ (0 ∪ 1)∗}

Είναι το σύνολο των παλίνδροµων αρτίου µήκους.

ε, Z, Z

0, any,push X
1, any,push Y

ε, any, any

0, X,pop
1, Y, pop

push pop

I Η γλώσσα δεν αναγνωρίζεται µε ντετερµινιστικό PDA.

I Το PDA «µαντεύει» ότι διάβασε τα µισά σύµβολα της εισόδου και

στη συνέχεια επαληθεύει την επιλογή του.

I Γιατί απορρίπτει τα x 6∈ L;


