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Μηχανές Turing
Turing Machines (TM)

◮ Απλός ιδεατός υπολογιστής (υπολογιστικό µοντέλο).

◮ Πεπερασµένη συσκευή µε δυνητικά άπειρη ταινία.

◮ Η ταινία υποδιαιρείται σε κύτταρα που περιέχουν 0 ή 1.

◮ Σε κάθε χρονική στιγµή η κεφαλή της ΤΜ ϐρίσκεται στο «τρέχον»

κύτταρο.

◮ Βασικές λειτουργίες µιας ΤΜ:

◮ ∆ιαβάζει το τρέχον κύτταρο.

◮ Γράφει 1 ή 0 στο τρέχον κύτταρο.

◮ Κάνει τρέχον το αµέσως αριστερότερο ή δεξιότερο κύτταρο.
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Παράδειγµα

M = (K ,Σ, δ, s, {h})
K = {q0, q1, h}

Σ = {1,⊔,⊲}

s = q0

Συνάρτηση µετάβασης:

q σ δ(q, σ)

q0 1 (q1,⊔)
q0 ⊔ (h,⊔)
q0 ⊲ (q0,→)
q1 1 (q0, 1)
q1 ⊔ (q0,→)
q1 ⊲ (q1,→)

Υπολογισµός:

(q1,⊲ ⊔1111) ⊢M (q0,⊲ ⊔1111)
⊢M (q1,⊲ ⊔⊔111)
⊢M (q0,⊲ ⊔ ⊔ 111)
⊢M (q1,⊲ ⊔ ⊔ ⊔11)
⊢M (q0,⊲ ⊔ ⊔ ⊔11)
⊢M (q1,⊲ ⊔ ⊔ ⊔⊔1)
⊢M (q0,⊲ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ 1)
⊢M (q1,⊲ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔)
⊢M (q0,⊲ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔⊔)
⊢M (h,⊲ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔⊔)
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Βασικές ΤΜ

◮ Μηχανές εγγραφής συµβόλων: π.χ. αν 1 ∈ Σ τότε M1 : 1.

◮ Μηχανές µετακίνησης κεφαλής: M← : L, M→ : R

◮ Χτίσιµο σύνθετων µηχανών από απλούστερες:

M1 M2

M3

0

1

◮ Μηχανές R⊔, R⊔, L⊔, L⊔

◮ Rx⊔ 1
→ L1
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Παραδείγµατα ΤΜ

Μηχανή δεξιάς µετατόπισης της εισόδου (⊔w⊔ → ⊔ ⊔ w⊔):

L ⊔R⊔1L⊔

R2
⊔

1

⊔

⊔ 1 1 ⊔ ⊔
⊔ 1 1 ⊔ ⊔
⊔ 1 ⊔ 1 ⊔
⊔ 1 ⊔ 1 ⊔
⊔ ⊔ 1 1 ⊔
⊔ ⊔ 1 1 ⊔
⊔ ⊔ 1 1 ⊔
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Παραδείγµατα ΤΜ

Μηχανή αντιγραφής της εισόδου: (⊔w⊔ → ⊔w ⊔ w⊔)

L⊔ R ⊔R2
⊔1L2
⊔1

R⊔

1

⊔

⊔ 1 1 ⊔ ⊔ ⊔ ⊔
⊔ 1 1 ⊔ ⊔ ⊔ ⊔
⊔ 1 1 ⊔ ⊔ ⊔ ⊔
⊔ 1 1 ⊔ 1 ⊔ ⊔
⊔ 1 1 ⊔ 1 ⊔ ⊔
⊔ 1 1 ⊔ 1 1 ⊔
⊔ 1 1 ⊔ 1 1 ⊔
⊔ 1 1 ⊔ 1 1 ⊔
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Υπολογισµοί µε ΤΜ
Συµβάσεις

◮ Αρχική συνολική κατάσταση: (s,⊲ ⊔w).

◮ Η είσοδος w δεν περιέχει κενά.

◮ ∆ύο καταστάσεις τερµατισµού: H = {y, n}.

◮ y : συνολική κατάσταση αποδοχής.

◮ n : συνολική κατάσταση απόρριψης.

◮ Η µηχανή δέχεται την είσοδο w αν παράγει µια συνολική

κατάσταση αποδοχής.

◮ Η µηχανή απορρίπτει την είσοδο w αν παράγει µια συνολική

κατάσταση απόρριψης.
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ΤΜ σαν αναγνωριστές γλώσσας

΄Εστω Σ0 ⊆ Σ − {⊔,⊲}. Λέµε ότι µια ΤΜ M αποφασίζει µια γλώσσα

L ⊆ Σ∗0 ανν ∀w ∈ Σ∗0 :

◮ η M δέχεται την w , αν w ∈ L,

◮ η M απορρίπτε την w , αν w 6∈ L.

Μια γλώσσα ονοµάζεται αναδροµική αν υπάρχει µια ΤΜ που την

αποφασίζει.

ΠΡΟΣΟΧΗ: Μια ΤΜ αποφασίζει µια γλώσσα αν ΠΑΝΤΑ ΤΕΡΜΑΤΙΖΕΙ είτε

σε µια συνολική κατάσταση αποδοχής, είτε σε µια συνολική κατάσταση

απόρριψης.
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ΤΜ σαν υπολογιστές συναρτήσεων

΄Εστω συνάρτηση f : Σ∗0 → Σ∗0 (w → f(w)). Λέµε ότι µια ΤΜ M

υπολογίζει τη συνάρτηση f αν για κάθε w ∈ Σ∗0 η µηχανή τερµατίζει µε

ταινία ⊲ ⊔f(w).

Μια συνάρτηση f λέγεται αναδροµική αν υπάρχει ΤΜ που υπολογίζει την

f . Γράφουµε τότε M(w) = f(w).
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Αναδροµικά απαριθµίσιµες γλώσσες

Λέµε ότι µια ΤΜ M ηµιαποφασίζει µια γλώσσα L ⊆ Σ∗0 αν για κάθε

w ∈ Σ∗0 ισχύει ότι w ∈ L αν και µόνο άν η M τερµατίζει µε είσοδο w .

Μια γλώσσα λέγεται αναδροµικά απαριθµίσιµη αν και µόνο αν υπάρχει

ΤΜ που την ηµιαποφασίζει.

ΠΡΟΣΟΧΗ: Αν µια γλώσσα ηµιαποφασίζεται από µια ΤΜ τότε για τα

στοιχεία της γλώσσας η ΤΜ πάντα τερµατίζει, όµως για τα στοιχεία του

Σ∗0 η ΤΜ ∆ΕΝ ΤΕΡΜΑΤΙΖΕΙ ΠΟΤΕ.

Παράδειγµα: η µηχανή Rxa ηµιαποφασίζει τη γλώσσα

L = {w | w ∈ {a, b}∗ και w περιέχει τουλάχιστον ένα a}
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Αναδροµικά απαριθµίσιµες γλώσσες
Παρατηρήσεις

◮ Οι ΤΜ που ηµιαποφαζίζουν γλώσσες δεν είναι αναγνωριστές

γλωσσών.

◮ Αν η είσοδος δεν ανήκει στη γλώσσα η ΤΜ δεν ϑα τερµατίσει ποτέ

κι έτσι δεν ξέρουµε ποτέ αν έχουµε περιµένει αρκετά για µια

απάντηση.

◮ Αντίθετα, ένα πεπερασµένο αυτόµατο τερµατίζει ΠΑΝΤΑ.

Θεωρήµατα:

◮ Αν µια γλώσσα είναι αναδροµική τότε είναι αναδροµικά

απαριθµίσιµη (το αντίστροφο δεν ισχύει).

◮ Αν µια L είναι αναδροµική τότε η L είναι αναδροµική.



11

Παραλλαγές ΤΜ

Παραλλαγές των ΤΜ µε την ίδια υπολογιστική δυνατότητα, όχι όµως και

αποδοτικότητα είναι :

◮ πολλές ταινίες, µνήµη πλέγµατος, µνήµη περισσότερων

διαστάσεων,

◮ µεγαλύτερο Σ,

◮ πολλές παράλληλες κεφαλές,

◮ µη ντετερµινιστικές µεταβάσεις,

◮ . . .
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Καθολική ΤΜ

Κάθε ΤΜ µπορεί να κωδικοποιηθεί από ένα ϕυσικό αριθµό κάτω από

ένα κατάλληλο σχήµα κωδικοποίησης. ΄Οµοια κωδικοποιείται και η

είσοδος οποιασδήποτε µηχανής.

Μια καθολική ΤΜ U δέχεται σαν είσοδο τις κωδικοποιήσεις µιας

οποιασδήποτε ΤΜ M και της εισόδου της w . Στη συνέχεια η U «τρέχει»

την M µε είσοδο w . Η U τερµατίζει αν και µόνο άν η M τερµατίζει.

Οι ϕυσικοί αριθµοί είναι ένα µετρήσιµο σύνολο. ΄Αρα υπάρχουν

µετρήσιµα πολλές κωδικοποιήσεις ΤΜ. Οι γλώσσες όµως είναι γενικά

µη µετρήσιµα σύνολα (γιατί;). ΄Αρα υπάρχουν γλώσσες που δεν

µπορούν να αποφασιστούν από ΤΜ.
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Θέση των Church - Turing

΄Ολα τα γνωστά και άγνωστα ντετερµινιστικά

υπολογιστικά µοντέλα είναι µεταξύ τους ισοδύναµα.

Το παράνω είναι ϑέση ή αλλιώς αίτηµα, π.χ. το αίτηµα των παραλλήλων

ευθειών στην Ευκλείδια γεωµετρία. ΄Ενα αίτηµα γίνεται δεκτό χωρίς

απόδειξη.

Είναι µάλλον απίθανο να προταθεί στο µέλλον ένα υπολογιστικό

µοντέλο ισχυρότερο από τις ΤΜ.
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Υπολογιστικά µοντέλα

∆εν χρειάζεται να καθορίσουµε ένα συγκεκριµένο υπολογιστικό

µοντέλο για τη λύση κάποιου προβλήµατος.

Αν ένα πρόβληµα λύνεται από κάποιο υπολογιστικό µοντέλο τότε ϑα

λύνεται και από οποιοδήποτε άλλο µε το πολύ πολυωνυµική απώλεια

χρόνου.

Μερικά ντετερµινιστικά υπολογιστικά µοντέλα:

◮ προγράµµατα Pascal, JAVA, . . . µε ή χωρίς αναδροµή,

◮ προγράµµατα WHILE (µόνη δοµή ελέγχου το WHILE),

◮ προγράµµατα GOTO και IF,

◮ assembler-like RAM, URM (universal register machine,

◮ single register machine (ένας καταχωρητής),

◮ ΤΜ µε πρόσβαση σε ένα µόνο κύτταρο της τανίας σε κάθε ϐήµα.
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Μηχανιστική απαρίθµιση προγραµµάτων

◮ Αν Σ = {a1, a2, . . . , am} είναι το αλφάβητο µιας γλώσσας

προγραµµατισµού, κάθε πρόγραµµα ανήκει στο Σ∗.

◮ ΄Οµως Σ∗ = ∪∞n=0Σn και κάθε Σn (σύνολο συµβολοσειρών του Σ
µε µήκος n) είναι πεπερασµένο.

◮ Τα στοιχεία κάθε συνόλου µπορούν να διαταχθούν αλφαβητικά

οπότε µπορούµε να ϑεωρήσουµε την ακόλουθη απαρίθµηση για

το Σ∗:
Σ0 : {ǫ}
Σ1 : {a1, a2, . . . , am}
Σ2 : {a1a1, a1a2, . . . , a1am, . . . , amam}
...

◮ Η παραπάνω απαρίθµιση µπορεί να γίνει µε πρόγραµµα.

◮ Με κατάλληλη χρήση compiler για τον έλεγχο ορθότητας

µπορούµε να κατασκευάσουµε µηχανιστικά µια απαρίθµιση των

συντακτικά ορθών n προγραµµάτων
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Το πρόβληµα τερµατισµού
Halting Problem (HP)

◮ Ο µεταγλωττιστής ελέγχει για τη συντακτική ορθότητα των

προγραµµάτων.

◮ Τι γίνεται όµως µε τα λάθη χρόνου εκτέλεσης;

◮ Υπάρχει πρόγραµµα που µπορεί να ελέγχει αν ένα συντακτικά

ορθό πρόγραµµα ϑα σταµατήσει κάποτε ή αν ϑα τρέχει για πάντα ;

◮ ∆υστυχώς τέτοιο πρόγραµµα δεν υπάρχει !

◮ Το ΗΡ είναι µή επιλύσιµο !
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Το ΗΡ είναι µη επιλύσιµο

◮ ΄Εστω ότι π0, π1, . . . είναι µια µηχανιστική απαρίθµιση όλων των

προγραµµάτων µιας γλώσσας προγραµµατισµού.

◮ Υποθέτουµε ότι το ΗΡ είναι επιλύσιµο.

◮ Μπορούµε δηλαδή να αποφανθούµε αν το πρόγραµµα πi µε

είσοδο j σταµατάει.

◮ Κατασκευάζουµε ένα πρόγραµµα π που ελέγχει αν το

πρόγραµµα πn µε είσοδο n (πn(n)) σταµατάει ή όχι.

◮ Το πρόγραµµα π, ανάλογα µε τον προηγούµενο έλεγχο,

σταµατάει αν το πn(n) δεν σταµατάει, και αντιστρόφως:

read(n); if πn(n) terminates then loop_forever else halt

◮ Το π είναι πρόγραµµα της γλώσσας συνεπώς είναι κάποιο πi .

◮ Το πi(i) σταµατάει αν και µόνο αν το π(i) σταµατάει και αυτό

συµβαίνει αν και µόνο αν το πi(i) δεν σταµατάει. Αντίφαση.

◮ ΄Αρα το ΗΡ είναι µη επιλύσιµο !
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Παρατηρήσεις

◮ Μπορούµε να κατασκευάσουµε µηχανιστικά µια άπειρη λίστα

όλων των προγραµµάτων µε την αντίστοιχη είσοδο για την οποία

σταµατούν.

◮ Επιλύουµε έτσι το ΗΡ;

◮ Φυσικά όχι ! Αν το πk(n) δεν έχει εµφανιστεί στη λίστα, δεν

ξέρουµε αν ϑα προστεθεί αργότερα ή αν δε ϑα εµφανισθεί ποτέ!

◮ Το ΗΡ είναι αναδροµικά απαριθµήσιµο

Πολλά άλλα προβλήµατα είναι µη επιλύσιµα.
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Αποκρίσιµα και καταγράψιµα σύνολα

΄Ενα σύνολο S λέγεται αποκρίσιµο ή υπολογίσιµο ή επιλύσιµο ή

αναδροµικό (decidable, computable, solvable, recursive) ανν υπάρχει

αλγόριθµος που σταµατάει ή µια υπολογιστική µηχανή που δίνει έξοδο

«ναι» για κάθε είσοδο a ∈ S και έξοδο «όχι» για κάθε είσοδο a 6∈ S.

΄Ενα σύνολο S λέγεται καταγράψιµο ή αναδροµικά απαριθµήσιµο

(listable, effectively generatable, recursively enumerable) ανν υπάρχει

γεννήτρια διαδικασία ή µηχανή που καταγράφει όλα τα στοιχεία του S.

Στην, πιθανώς άπειρη, λίστα εξόδου επιτρέπονται οι επαναλήψεις και

δεν υπάρχει περιορισµός για την διάταξη των στοιχείων.
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Μερικές απλές ιδιότητες

1. Αν το S είναι αποκρίσιµο τότε και το S είναι αποκρίσιµο.

2. Αν το S είναι αποκρίσιµο τότε το S είναι και καταγράψιµο.

3. Αν το S και S είναι καταγράψιµα τότε το S είναι αποκρίσιµο.

4. Αν το S είναι καταγράψιµο µε γνησίως αύξουσα διάταξη τότε το S

είναι αποκρίσιµο.

Υποδείξεις :

1. Στο πρόγραµµα που αποκρίνεται για το S αντέστρεψε το «ναι» και

το «όχι» πριν από την έξοδο.

2. Τρέξε το πρόγραµµα που αποκρίνεται για το S διαδοχικά για όλους

τους ϕυσικούς αριθµούς.

3. Τρέξε ϐήµα-ϐήµα παράλληλα τα προγράµµατα που καταγράφουν

τα S και S µέχρι η είσοδος να εµφανιστεί σε κάποια λίστα εξόδου.

4. Τρέξε το πρόγραµµα που καταγράφει το S µέχρι η είσοδος να

εµφανιστεί ή ξεπεραστεί στη λίστα εξόδου.
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Θεώρηµα Rice

Οποιαδήποτε µη τετριµένη ιδιότητα των προγραµµάτων είναι ένα µη

επιλύσιµο πρόβληµα !

◮ ΄Ενα πρόγραµµα τερµατίζει µε µια δεδοµένη είσοδο;

◮ ΄Ενα πρόγραµµα χωρίς είσοδο τερµατίζει ;

◮ Για ένα πρόγραµµα υπάρχει κάποια είσοδος για την οποία το

πρόγραµµα τερµατίζει ;

◮ ΄Ενα πρόγραµµα τερµατίζει για κάθε πιθανή είσοδο;

◮ ∆ύο διαφορετικά προγράµµατα τερµατίζουν µε τις ίδιες εισόδους;

◮ . . .
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Το σύµπαν της υπολογισιµότητας

Undecidable

Turing Machines

Context free grammars

NFA ↔ DFA

Finite State Machines

DPDA
NPDA

0n1n

wcw
R

ww
R

0n1n2n

Halting Problem

0∗1∗
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Θεωρία Πολυπλοκότητας

◮ Στη Θεωρία Υπολογισµού, µας ενδιαφέρει µόνον αν ένα

πρόβληµα είναι υπολογίσιµο ή όχι.

◮ Αν ένα πρόβληµα είναι υπολογίσιµο, τότε είναι αδιάφορο τι

ποσότητα αγαθών πρέπει να διατεθεί για να λυθεί το πρόβληµα.

◮ Στη Θεωρία Πολυπλοκότητας ϑεωρούµε µόνο υπολογίσιµα

προβµήµατα και προσπαθούµε να δούµε αν λύνονται κάτω από

περιορισµούς.

◮ Οι υπολογιστικοί πόροι που συνήθως ϑεωρούνται περιορισµένοι

είναι ο χρόνος υπολογισµού και ο επιπλέον χώρος µνήµης για

ενδιάµεσα αποτελέσµατα.

◮ Αυτοί οι περιορισµοί, καθώς και άλλα χαρακτηριστικά των

υπολογισµών, ορίζουν κλάσεις πολυπλοκότητας.
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Βασικοί ορισµοί

TIME(t(n)) ανήκουν τα προβλήµατα που µπορούν να επιλυθούν από

ντετερµινιστική ΤΜ σε χρόνο t(n).

NTIME(t(n)) ανήκουν τα προβλήµατα που µπορούν να επιλυθούν από

µη ντετερµινιστική ΤΜ σε χρόνο t(n).

SPACE(s(n)) ανήκουν τα προβλήµατα που µπορούν να επιλυθούν από

ντετερµινιστική ΤΜ µε χρήση επιπλέον χώρου s(n).

NSPACE(s(n)) ανήκουν τα προβλήµατα που µπορούν να επιλυθούν

από µη ντετερµινιστική ΤΜ µε χρήση επιπλέον χώρου

s(n).
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Ορισµοί κλάσεων πολυπλοκότητας

P =
⋃

i≥1 TIME(ni)

NP =
⋃

i≥1 NTIME(ni)

PSPACE =
⋃

i≥1 SPACE(ni)

NPSPACE =
⋃

i≥1 NSPACE(ni)

L = SPACE(log n)

NL = NSPACE(log n)

EXP =
⋃

i≥1 TIME(2ni

)

EXPSPACE =
⋃

i≥1 DSPACE(2ni

)
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Βασικές ιδιότητες

◮ Κάθε ντετερµινιστική ΤΜ µπορεί να ϑεωρηθεί ως µη ντετερµινιστική

µε µια µόνο επιλογή σε κάθε ϐήµα:

◮ TIME(f(n)) ⊆ NTIME(f(n))
◮ SPACE(f(n)) ⊆ NSPACE(f(n))

◮ Σε χρόνο f(n) δεν µπορεί να εξεταστεί χώρος (αριθµός ϑέσεων

στην ταινία της ΤΜ) παραπάνω από f(n):
◮ TIME(f(n)) ⊆ SPACE(f(n))
◮ NTIME(f(n)) ⊆ SPACE(f(n))

◮ Υπάρχει η εξής ιεραρχία :

L ⊆ NL ⊆ P ⊆ NP ⊆ PSPACE = NPSPACE
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Ανοικτά προβλήµατα

L ⊇ NL ⊇ P ⊇ NP ⊇ PSPACE

΄Επαθλο 1.000.000$ από το Clay Mathematics Institute:

P
?
= NP
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Το σύµπαν των κλάσεων πολυπλοκότητας

NL

P

NP

PSPACE=NPSPACE

L
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Αναγωγές

Το πρόβληµα «τι ϑα ϕάει µια µπλέ αγελάδα;» έχει τη λύση «ϕαγητό για

µπλέ αγελάδες». Προκύπτει τώρα το πρόβληµα «τι ϑα ϕάει µια ϱοζ

αγελάδα;». Μια λύση αυτού του προβλήµατος είναι «κλείνουµε τη µύτη

της ϱοζ αγελάδας, περιµένουµε να γίνει µπλέ και στη συνέχεια την

ταΐζουµε µε ϕαγητό για µπλέ αγελάδες».

Μια αναγωγή συνδέει µεταξύ τους προβλήµατα µε υπολογιστικά

«εύκολο» τρόπο. Εύκολες συναρτήσεις και προβλήµατα είναι αυτά που

υπολογίζονται σε πολυωνυµικό χρόνο.

FP είναι το σύνολο των συναρτήσεων που υπολογίζεται από

ντετερµινιστική ΤΜ σε πολυωνυµικό χρόνο.

Αναγωγή ≤P
m(κατά Karp): Το πρόβληµα A ανάγεται στο πρόβληµα B:

A ≤P
m B : ∃f ∈ FP : (x ∈ A ⇔ f(x) ∈ B), ∀x ∈ A
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∆ύσκολα και πλήρη προβλήµατα

Λέµε ότι µια κλάση γλωσσών C είναι κλειστή ως προς µια αναγωγή ≤
αν A ≤ B και B ∈ C ⇒ A ∈ C

Κλάσεις πολυπλοκότητας κλειστές ως προς την αναγωγή κατά Karp

(≤P
m) είναι µεταξύ άλλων οι P, PSPACE, EXP, EXPSPACE.

Λέµε ότι το πρόβληµα A είναι C-δύσκολο (C-hard) ως προς την

αναγωγή ≤, αν ∀B ∈ C : B ≤ A. Η έννοια της δυσκολίας δίνει ένα

κάτω όριο για την πολυπλοκότητα ενός προβλήµατος: «το πρόβληµα A

είναι τουλάχιστο τόσο δύσκολο όσο οποιοδήποτε πρόβληµα µιας C».

Λέµε ότι το πρόβληµα A είναι C-πλήρες (C-complete) ως προς την

αναγωγή ≤, αν A είναι C-hard ως προς ≤ και A ∈ C.
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Πλήρη προβλήµατα µέσα στο σύµπαν της πολυπλοκότητας

NL

P

NP

PSPACE=NPSPACE

L

Reachability

Linear Programming

3SAT

Quantified Boolean Formula SAT


